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Analytické metédy v teodrii cisel

Dominik Rigasz (dominik.rigaszQtrojsten.sk)

1 Analyza

Ak sa postupnost redlnych &isel ai, as,... "bliZi” k nejakému redlnemu éislu L, potom po-
vieme, ze L je limitou postupnosti {a,}°,, znac¢ime lim, ,, a, = L. Tomuto pojmu nam
sta¢i rozumiet intuitivne, pre tplnost vsak nizsie uvddzame aj definiciu, ktord d4va presny
vyznam tomu, Ze postupnost sa "blizi” k L.

Definicia 1. Povieme, Ze postupnost {a, }°°; md limitu L, ak pre kazdé e > 0 existuje N € N
také, ze pre vsetky n > N plati |a, — L] < ¢.

7 definicie sa d4 ukdzat, Ze ak limita existuje, je jednozna¢né. Postupnosti, ktoré maju
realnu limitu nazyvame konvergentné. Na zjednodusenie zavedieme nejaké zapisy.

Definicia 2. Povieme, ze funkcie f a g si asymptoticky rovné (zna¢ime f ~ g), ak plati

lim, o % =1

Definicia 3. Pre funkcie f, g povieme, ze f € O(g), ak existuje konstanta C' také, ze pre
vSetky dost velké x plati f(z) < Cy(z).

Pre postupnost {a,} nazveme nekonecény sicet 300 | a, radou. Ak tento sicet existuje a
je konecné ¢islo, povieme, ze ide o konvergentnu radu.

Cvicenie 1. Sucet > 07, % je nekoneény. (Dant radu nazyvame harmonickou, a hovorime, ze
diverguje k nekone¢nu.) Hinty: [1]

Cvicenie 2. Rada # konverguje. Hinty:

2

Veta 1 (Basel problem). Platiy" -5 = &

2 V teodrii cisel

Analyticka tedria ¢isel skiima otazky o prvocislach a o ich rozlozeni medzi prirodzenymi
¢islami. Centralnym objektom je nasledujica funkcia.

Definicia 4. Pre z € R definujeme 7(z) ako pocet prvocisel p, Spiﬁajﬁcich p<uw.

Kvoli ndhodnej povahe prvodisiel je fazké dostat sa k nejakym presnym vzorcom, a preto
najlepsie v ¢o mozeme dufat st odhady, ktoré st tym presnejsie &im d'alej na ¢iselnej osi sme.
Najdolezitejsim vysledkom je nasledujica veta.

Veta 2 (Prvociselné veta). Plati m(n) ~

n
logn*
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Jej dokaz je neelementarny, no relativne lahko sa da dokazat, Ze existuji konStantny

a,b > 0 také, ze pre vsetky n plati a% < m(n) < b&. Prvociselna veta nam umoznuje

urobif jednoduchy odhad na n-té prvocislo p,,.

Cvicenie 3. Plati p,, ~ nlogn. Hinty:
Znamym tvrdenim z elementarnej teorie ¢isel je Bertrandov postulat.

Veta 3 (Bertrandov postulat). Pre kaZdé n > 2 existuje prvocislo medzi n a 2n.
Prvociselnd veta ndm umoziiuje toto tvrdenie zosilnit.

Veta 4 (vSeobecny Bertrand). Nech e > 0. Pre kddZe dost velké n existuje proocislo medzi n
a (14 ¢e)n.

Dalgia vec, ktort analytickd teéria ¢isel skima je to, ako "velké” st podmnoZiny pri-
rodzenych &sel. Vieme, Ze z hladiska kardinality je ndsobkov &sla 2026 rovnako vela ako
Stvorcov, avSak intuicia veli, Ze Stvrocov by malo byt v istom zmysle ovela menej. Ttto
intuiciu formalizuje asymptoticka hustota.

Definicia 5. Nech A C N. Potom asymptoticka hustota mnoziny A je hodnota

4(4) = lim IAN{1,2,... n}]
n—o0 n ’

ak tato limita existuje.

Ide o silny ndstroj pri tlohach — totiZto ¢asto ak chceme ukazat, Ze nejakych dobrych
¢isel je "vela”, tak ndm staci ukazat, Ze tych zljch je "malo” (v zmysle asymptotickej hus-
toty). Asymptoticki hustotu mnoZiny A moZno neformdlne interpretovat aj takto: Ak4 je
pravdepodobnost, Ze ndhodné prirodzené éislo je prvkom A?

Cvicenie 4. Nahliadnite, ze asymptoticka hustota bezstvorcovych ¢éisel je %. Hinty:

Metdda z predoslého cvicenia sa d4 zovSeobecnit. Tento vzorec spaja nasobenie so s¢itanim
(nalavo zndma Riemannova Zeta funkcia).

n=1 n? p prvocislo 1 - p_s

Obgcas, ked méme mnozinu A, o jej velkosti ndm moze nieco povedat aj rada 3, 4 +. Zijst
sa mozu nasledovné rady.

Veta 5 (Eulerov produkt).

Cvicenie 5 (tazsie). Rada ) L diverguje. Hinty:

p prvocislo 3
Cvigenie 6. Plati 2, prvocito 7 < 3- Hinty;@
Castou témou v analytickej teérii ¢isel je zobrat nejakt nahodnt funkciu, ktord v sebe
kéduje informéciu o prvocislach, naséitat ju cez vsetky vstupy, a odhadovat sumy. V tlohéach

je Casté pozerat sa na velkost niecoho: Ci uz je to velkost mnoziny formou asymptotickej
hustoty, alebo velkost nejakého vyrazu, alebo velkost rastu nejakej funkcie.
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3 Priklady

Cviéenie 7. Prirodzené ¢islo n nazveme mocninné, ak n = z* pre nejaké prirodzené z, k,
kde k > 2. Nech ay,as,as, ... je rasttica postupnost, v ktorej st zoradené vsetky mocninné
¢isla. Dokazte, Ze pre nekonetne vela indexov i je a;11 — a; nasobkom &isla 2021. (4KS 10-NG6)
Hinty: [7]

Cvicenie 8. Pre polyném f s celo¢iselnymi koeficientmi existuje postupnost po dvoch réznych
prirodzenych ¢isel {a, }22; spliajica

0=flar), ar=f(az), ax= f(as),
Aky moze byt stupen f? (Turnaj miest 2003) Hinty:

CvicCenie 9. St dané nenulové polynémy f, g s celoCiselnymi koeficientmi také, ze f(n) |
g(n) pre nekonecne vela prirodzenych n. Nahliadnite, Ze g = f - h pre nejaky polyném h s
raciondlnymi koeficientmi. Hinty:[9)

Cvicenie 10. Je dané neparne prvocislo p. DokézZte, Ze pre vietky dostatocne velké prirodzené
&isla z mé jedno z éisel 2,z + 1,2 +2, ..., 2+ B,z + 2L prvociselného delitela vécsieho ako
p. (China Southeast 2020) Hinty:

Cvicenie 11. Prirodzené ¢islo nazveme palindromom, ak sa nezmeni obratenim poradia jeho
cifier v desiatkovej sustave. Najdite vsetky polynomy f s celo¢iselnymi koeficientmi také, Ze
f(n) je palindrém pre kaZzdé prirodzené n. Hinty:

Cvicenie 12. Je dané prirodzené cislo k. Dokazte, ze existuje N také, ze pre vsetky n > N
ma (Z) aspon k roznych prvociselnych delitelov. (China TST 2010) Hinty:

Cvicenie 13. Nech f je nekonstantny polyném s celo¢iselnymi koeficientmi. Potom existuje
nekonecne vela prvocisel, ktoré delia nejaké nenulové f(n) pre n € N. (Schurova veta) Hinty:

03

Cvicenie 14. Uvazujme rasticu postupnost prirodzenych &isel {a,}°° ;. Dokézte, Ze ak pre
nejaké £ > 0 rad > 07, aik diverguje, tak existuje nekonecne vela prvocisel, ktoré delia nejaké
a,. Hinty:

Cvicenie 15. Je dand neklesajica postupnost prirodzenych ¢isel {a, }°2 ;, ktord spiﬁa lim,, o0 @, /n = 0.
Dokazte, ze postupnost {|n/a,]} -, obsahuje vSetky prirodzené ¢isla. Hinty:

Cvicenie 16. Su dané celé ¢isla a,b > 1. Dokézte, ze nejaky nasobok a vo svojom zapise v
sustave so zdkladom b obsahuje kazdu z ¢islic 0,1,...,b — 1 aspon raz. (upraveny Putnam)

Hinty:

Cvicenie 17. Rasttica postupnost prirodzenych ¢isel {a, }>, spliia a,, < 100n pre vietky n.
Dokazte, Ze v nej mozno najst nekoneéne vela Elenov, ktorych zapisy v desiatkovej ststave
obsahujui 2023 po sebe idicich jednotiek. Hinty:

1
Cvicenie 18. Dokazte, ze H (1 — ) = 0. Hinty:
p

p

o VI : )
Cvicenie 19. Dokazte, ze Z — konverguje, prave ked a > 1. Hinty:
n

n=1
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CvicCenie 20. Su dané celé ¢isla ay, ag, by, by také, ze a; > 0 a zaroven ged(a;, b;) = 1.
DokazZte, Ze existuje nekonetne vela t takych, Ze ait + by aj ast + by st bezStvorcové ¢isla.
(Irdn 2020) Hinty:

Cvicenie 21. St dané prirodzené &isla ay,...,a,. DokdZte, Ze existuje nekonecne vela t
takych, ze a;t + 1 su bezstvorcové ¢isla pre vsetky ¢ =1, ..., k. Hinty:

Cvidenie 22. DokaZte, ze pre nekoneéne vela prirodzenych n je n? + 1 bezstvorcové &slo.
(China TST 2015) Hinty:

Cvicenie 23. Postupnost prirodzenych ¢isel {a,}°°; nazveme roztomilou, ak je rastica a
zéroveii spliia a, < 9000n. Index i nazveme hustym, ak a; | nsn(ay,...,a;_1), a riedkym, ak
a; fnsn(ay, ..., a;_1). Rozhodnite, ¢i kazd4 roztomild postupnost musi mat nekonecne vela a)
hustych indexov, b) riedkych indexov. (EMMO 2016) Hinty:

Cvicenie 24. Nech ay, as, . .. je rastica postupnost, v ktorej st zoradené vsetky bezstvorcové
prirodzené ¢isla. Dokédzte, Ze pre nekonecne vela indexov i plati a;;; — a; = 2020. (China
Southeast 2020) Hinty:

Cvicenie 25. Dokdzte, Ze existuje nekonecéne vela prirodzenych n takych, Ze &islo n? + 1
nem4 ziadneho delitela tvaru k% + 1 okrem seba samého a jednotky. (Irdn 2010) Hinty:

CvicCenie 26. Pre prirodzené b a x oznac¢ujme ako s,(x) ciferny sicet ¢isla x zapisaného v
ststave so zakladom b. DokéZte, ze pre fubovolné dané prirodzené k vieme zvolif nekone¢ne
vela prirodzenych n spliiajicich s,(n) > k pre vSetky prvocisla p. Hinty:

Cvicenie 27. Su dané kladné redlne ¢isla aq,...,a, z ktorych aspon jedno nie je celé.
Dokazte, Ze existuje nekonecne vela prirodzenych n takych, Ze n je nestudelitelné s

lain] + -+ [agn].

Hinty:
CvicCenie 28. Najdite vsetky dvojice prirodzenych ¢isel (a,b) také, ze a™ + b" je (n + 1)-tou

mocninou prirodzeného &isla pre kazdé n. Hinty:

Cvienie 29. Je dand rastica postupnost prirodzenych &sel {a,}°2,, ktora spifia a, | a1 +
-+« + a,_1 pre vietky prirodzené n > 2001. DokaZte, Ze pre vetky dostatocne velké n plati
an, = a; + -+ ap_1. (Turnaj miest 2001) Hinty:

Cvicenie 30. Je dany kvadraticky polyném f s celo¢iselnymi koeficientmi taky, ze f(n)
je stvorec pre kazdé prirodzené n. Nahliadnite, ze f je rovné stvorcu nejakého linedrneho
polynému. Hinty:

Cvicenie 31. Celé ¢isla a, b Spiﬁajﬁ, ze a2 + b je Stvorec pre kazdé prirodzené n. Dokazte,
ze a = 0. (PO]’SkO) Hinty:

Cvicenie 32. Prirodzené cislo nazvime jednotkové, ak je v desiatkovej stustave zapisané
samymi jednotkami. N4jdite vSetky redlne polynémy f také, ze pre jednotkové n je f(n)
tiez jednotkové. (Putnam 2007) Hinty:

Cvicenie 33. Nech b > 5 je celé ¢islo a pre kazdé n € N definujme x,, ako ¢islo so zapisom

1...122...25
—

n—1 n

v ststave so zékladom b. Dokéazte, Ze x,, je Stvorec pre vietky dostatocne velké n prave vtedy,
ked b = 10. (ISL 2003) Hinty:
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CvicCenie 34. Je dany monicky polyném f s celo¢iselnymi koeficientmi taky, ze f(z) = 2"
mé pre kazdé n € N riesenie v prirodzenych ¢islach. Dokézte, ze f je linedarny. (iKS 8-N2)
Hinty:

Cvilenie 35. Nahliadnite, Ze pre nekonecne vela prirodzenych ¢isel n plati w(n) | n. Hinty:

Cviéenie 36. Je dané kladné redlne ¢islo v. Ak pi,ps,... je rasttica postupnost vetkych
prvocisel, dokazte, ze ¢isla |p,v| maji dokopy nekonecéne vela prvociselnych delitelov. Hinty:
36!

Hinty

1. Poskupinkuj ¢leny: treti+-stvrty, piaty+siesty+...+0smy, deviaty+-...4-Sestnasty, ...
Porovnaj s radou 3 m
PNT a limity.

Ak je pravdepodobnost, Ze ¢islo je delitelné p??

A o

Nech konverguje. Potom néjdi k + 1 také, Ze Y72, p; < 1/2. Nazvyme prvocisla pi,...,px
malé. Rozdel ¢isla od 1 po N do dvoch skupin podla toho, & st delitelné nejakym velkym
prvocislom. Kolko najviac ¢isel je vo velkej skupine? Kolko najviac ich je v tej malej? (Kazdé
¢islo vieme napisat ako a?m pre bezstvorcové m.)

6. Prvych par ¢lenov spocitaj, zvysok odhadni radou > m

7. Stacia $tvorce. Ostatnych mocnin je velmi mélo.

8. Neocakdvame skor, ze ndm polynémy c¢isla zvacsuju?

9. Vydelte so zvyskom g = fh +r s degr < deg f. Pozor na technické detaily!
10. Napiste si ku kazdému z ¢éisel najvacésiu prvocéiselnit mocninu z jeho rozkladu.

11. f(n+1) — f(n) bude asymptoticky ovela mensie ako f(n), takze niekolko najvyssich cifier v
zépise f(n) sa dlho nezmeni — a teda sa aj niekolko najmensich cifier dlho nezmeni.

12. Konstruktivnejsie rieSenie: nahliadnite, ze ak k < p™ [ n — j, 0 < j < k, potom p | (}).
Nekonstruktivne rieSenie: prvoc¢iselné mocniny v rozklade (Z) neprevysuja n.

13. Vyberte si po¢iatoény bod a skacte z neho modulo velky spoloény nasobok vsetkych ,malych®
prvocisel. Alternativne sa pozrite na nasledujicu tulohu a vyuzite, ze f (n)l/ degf je zhruba n.

14. Ak by sa v rozkladoch vyskytovali len prvocisla pq, . . ., p., odhadnite rad geometrickymi radmi.
15. Co sa deje, ked n/a,, rastie?

16. Suma prevratenych hodnot ¢isel neobsahujicich jednu zvolent ¢islicu.

17. Zapis v ststave so zédkladom 102922

18. 3 +.

19. Ak je {a,}°2, nerasttica postupnost nezapornych realnych ¢isel, tak 3" a, konverguje prave
vtedy, ked konverguje 3 2%agn.

20. 7
21. Z union boundu vyjde nieco ako k°, 4. Preriedenim dostato¢ne vela prvoéisel zariad'te, aby

P
to bolo < 1.
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.
29.
30.
31.

32.

33.

34.

35.
36.

Kolko koretiov mod p? méze mat z2 4+ 1?7 Potom uz aplikujte Standardny postup a ono to
vyjde.

b) je lahSie, postupnost by potom musela byt ohrani¢end. V a) nechajte nedelitelnosti byt
dosvedéené nejakymi prvoéiselnymi mocninami — zistite, Ze ich nie je dost.
Chcete nachadzat situdciu, kedy (1) x aj x + 2020 st bezstvorcové a (2) z + 1, ..., x + 2019

nie st bezstvorcové. (1) pripomina nieco, ¢o sme uz videli, (2) zariad'te preriedenim.

Nahliadnite, ze 2 + 1 = 0 (mod m) mé nanajvys 2¢(m) riegeni. Ale w je divnd funkcia,
odhadnite ju vhodnym logaritmom, aby vznikol konvergentny rad.

Rozmyslite si, kolko &isel zakazuje jedno prvocislo; mal by z toho vzist rad zovSeobectiujici
predchadzajicu tlohu. Pozor na malé n.

Ak sa budeme pozerat len na prvociselné n, tak sa nesidelitelnost zjednodusi na nedelitelnost.
Potom stac¢i odhad || =z + O(1).
Ak a" +b" = 1 k ¢omu konverguje c,?

a1t-tan—1

. Y
Pozrite sa na postupnost an

Nech f(n) = 22, nahliadnite Ze x,, 11 — 7, konverguje.

Nech x% = a2” + b, potom sa pozrite na 2x, — Tpy2.

Nech f (107;_1) = 1036;—1’ potom sa pozrite na x,, — ndeg f.

Nech z,, = y2. Pomocou postupnosti by, — y,+1 ziskate, ze b — 1 je Stvorec, a potom uz viete
vietko doriesit pomocou medzier medzi stvorcami.

Nech f(x,) = 2", potom sa pozrite na & deg f — 22n. Akondhle narazite na konstantu, mozete
vyvodif rovnost polynémov a néjst prili§ vela korefiov.

) — o,

limy, 0 n

1 1 1
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