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1 Analýza
Ak sa postupnost’ reálnych č́ısel a1, a2, . . . ”bĺıži” k nejakému reálnemu č́ıslu L, potom po-
vieme, že L je limitou postupnosti {an}∞

n=1, znač́ıme limn→∞ an = L. Tomuto pojmu nám
stač́ı rozumiet’ intuit́ıvne, pre úplnost’ však nižšie uvádzame aj defińıciu, ktorá dáva presný
význam tomu, že postupnost’ sa ”bĺıži” k L.

Defińıcia 1. Povieme, že postupnost’ {an}∞
n=1 má limitu L, ak pre každé ε > 0 existuje N ∈ N

také, že pre všetky n ≥ N plat́ı |an − L| < ε.

Z defińıcie sa dá ukázat’, že ak limita existuje, je jednoznačná. Postupnosti, ktoré majú
reálnu limitu nazývame konvergentné. Na zjednodušenie zavedieme nejaké zápisy.

Defińıcia 2. Povieme, že funkcie f a g sú asymptoticky rovné (znač́ıme f ∼ g), ak plat́ı
limx→∞

f(x)
g(x) = 1.

Defińıcia 3. Pre funkcie f, g povieme, že f ∈ O(g), ak existuje konštanta C také, že pre
všetky dost’ vel’ké x plat́ı f(x) ≤ Cg(x).

Pre postupnost’ {an} nazveme nekonečný súčet ∑∞
n=1 an radou. Ak tento súčet existuje a

je konečné č́ıslo, povieme, že ide o konvergentnú radu.

Cvičenie 1. Súčet ∑∞
n=1

1
n

je nekonečný. (Danú radu nazývame harmonickou, a hovoŕıme, že
diverguje k nekonečnu.) Hinty: 1

Cvičenie 2. Rada ∑ 1
n2 konverguje. Hinty: 2

Veta 1 (Basel problem). Plat́ı ∑ 1
n2 = π2

6

2 V teórii č́ısel
Analytická teória č́ısel skúma otázky o prvoč́ıslach a o ich rozložeńı medzi prirodzenými
č́ıslami. Centrálnym objektom je nasledujúca funkcia.

Defińıcia 4. Pre x ∈ R definujeme π(x) ako počet prvoč́ısel p, sṕlňajúcich p ≤ x.

Kvôli náhodnej povahe prvoč́ısiel je t’ažké dostat’ sa k nejakým presným vzorcom, a preto
najlepšie v čo môžeme dúfat’ sú odhady, ktoré sú tým presneǰsie č́ım d’alej na č́ıselnej osi sme.
Najdôležiteǰśım výsledkom je nasledujúca veta.

Veta 2 (Prvoč́ıselná veta). Plat́ı π(n) ∼ n
log n

.
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Jej dôkaz je neelementárny, no relat́ıvne l’ahko sa dá dokázat’, že existujú konštantny
a, b > 0 také, že pre všetky n plat́ı a n

log n
< π(n) < b n

log n
. Prvoč́ıselná veta nám umožňuje

urobit’ jednoduchý odhad na n-té prvoč́ıslo pn.

Cvičenie 3. Plat́ı pn ∼ n log n. Hinty: 3

Známym tvrdeńım z elementárnej teórie č́ısel je Bertrandov postulát.

Veta 3 (Bertrandov postulát). Pre každé n ≥ 2 existuje prvoč́ıslo medzi n a 2n.

Prvoč́ıselná veta nám umožňuje toto tvrdenie zosilnit’.

Veta 4 (všeobecný Bertrand). Nech ε > 0. Pre kádže dost’ vel’ké n existuje prvoč́ıslo medzi n
a (1 + ε)n.

Ďaľsia vec, ktorú analytická teória č́ısel skúma je to, ako ”vel’ké” sú podmnožiny pri-
rodzených č́ısel. Vieme, že z hl’adiska kardinality je násobkov č́ısla 2026 rovnako vel’a ako
štvorcov, avšak intúıcia veĺı, že štvrocov by malo byt’ v istom zmysle ovel’a menej. Túto
intúıciu formalizuje asymptotická hustota.

Defińıcia 5. Nech A ⊂ N. Potom asymptotická hustota množiny A je hodnota

d(A) = lim
n→∞

|A ∩ {1, 2, . . . , n}|
n

,

ak táto limita existuje.

Ide o silný nástroj pri úlohach – totižto často ak chceme ukázat’, že nejakých dobrých
č́ısel je ”vel’a”, tak nám stač́ı ukázat’, že tých zlých je ”málo” (v zmysle asymptotickej hus-
toty). Asymptotickú hustotu množiny A možno neformálne interpretovat’ aj takto: Aká je
pravdepodobnost’, že náhodné prirodzené č́ıslo je prvkom A?

Cvičenie 4. Nahliadnite, že asymptotická hustota bezštvorcových č́ısel je 6
π2 . Hinty: 4

Metóda z predošlého cvičenia sa dá zovšeobecnit’. Tento vzorec spája násobenie so sč́ıtańım
(nal’avo známa Riemannova Zeta funkcia).

Veta 5 (Eulerov produkt).
∞∑

n=1

1
ns

=
∏

p prvoč́ıslo

(
1

1 − p−s

)

Občas, ked’ máme množinu A, o jej vel’kosti nám môže niečo povedat’ aj rada ∑a∈A
1
a
. Źıjst’

sa môžu nasledovné rady.

Cvičenie 5 (t’ažšie). Rada ∑p prvoč́ıslo
1
p

diverguje. Hinty: 5

Cvičenie 6. Plat́ı ∑p prvoč́ıslo
1
p2 < 1

2 . Hinty: 6

Častou témou v analytickej teórii č́ısel je zobrat’ nejakú náhodnú funkciu, ktorá v sebe
kóduje informáciu o prvoč́ıslach, nasč́ıtat’ ju cez všetky vstupy, a odhadovat’ sumy. V úlohách
je časté pozerat’ sa na vel’kost’ niečoho: Či už je to vel’kost’ množiny formou asymptotickej
hustoty, alebo vel’kost’ nejakého výrazu, alebo vel’kost’ rastu nejakej funkcie.
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3 Pŕıklady
Cvičenie 7. Prirodzené č́ıslo n nazveme mocninné, ak n = xk pre nejaké prirodzené x, k,
kde k ≥ 2. Nech a1, a2, a3, . . . je rastúca postupnost’, v ktorej sú zoradené všetky mocninné
č́ısla. Dokážte, že pre nekonečne vel’a indexov i je ai+1 − ai násobkom č́ısla 2021. (iKS 10–N6)
Hinty: 7

Cvičenie 8. Pre polynóm f s celoč́ıselnými koeficientmi existuje postupnost’ po dvoch rôznych
prirodzených č́ısel {an}∞

n=1 sṕlňajúca

0 = f(a1), a1 = f(a2), a2 = f(a3), . . .

Aký môže byt’ stupeň f? (Turnaj miest 2003) Hinty: 8

Cvičenie 9. Sú dané nenulové polynómy f , g s celoč́ıselnými koeficientmi také, že f(n) |
g(n) pre nekonečne vel’a prirodzených n. Nahliadnite, že g = f · h pre nejaký polynóm h s
racionálnymi koeficientmi. Hinty: 9

Cvičenie 10. Je dané nepárne prvoč́ıslo p. Dokážte, že pre všetky dostatočne vel’ké prirodzené
č́ısla x má jedno z č́ısel x, x + 1, x + 2, . . . , x + p−1

2 , x + p+1
2 prvoč́ıselného delitel’a väčšieho ako

p. (China Southeast 2020) Hinty: 10

Cvičenie 11. Prirodzené č́ıslo nazveme palindrómom, ak sa nezmeńı obráteńım poradia jeho
cifier v desiatkovej sústave. Nájdite všetky polynómy f s celoč́ıselnými koeficientmi také, že
f(n) je palindróm pre každé prirodzené n. Hinty: 11

Cvičenie 12. Je dané prirodzené č́ıslo k. Dokážte, že existuje N také, že pre všetky n ≥ N
má

(
n
k

)
aspoň k rôznych prvoč́ıselných delitel’ov. (China TST 2010) Hinty: 12

Cvičenie 13. Nech f je nekonštantný polynóm s celoč́ıselnými koeficientmi. Potom existuje
nekonečne vel’a prvoč́ısel, ktoré delia nejaké nenulové f(n) pre n ∈ N. (Schurova veta) Hinty:
13

Cvičenie 14. Uvažujme rastúcu postupnost’ prirodzených č́ısel {an}∞
n=1. Dokážte, že ak pre

nejaké k > 0 rad ∑∞
n=1

1
ak

n
diverguje, tak existuje nekonečne vel’a prvoč́ısel, ktoré delia nejaké

an. Hinty: 14

Cvičenie 15. Je daná neklesajúca postupnost’ prirodzených č́ısel {an}∞
n=1, ktorá sṕlňa limn→∞ an/n = 0.

Dokážte, že postupnost’ {⌊n/an⌋}∞
n=1 obsahuje všetky prirodzené č́ısla. Hinty: 15

Cvičenie 16. Sú dané celé č́ısla a, b > 1. Dokážte, že nejaký násobok a vo svojom zápise v
sústave so základom b obsahuje každú z č́ıslic 0, 1, . . . , b − 1 aspoň raz. (upravený Putnam)
Hinty: 16

Cvičenie 17. Rastúca postupnost’ prirodzených č́ısel {an}∞
n=1 sṕlňa an < 100n pre všetky n.

Dokážte, že v nej možno nájst’ nekonečne vel’a členov, ktorých zápisy v desiatkovej sústave
obsahujú 2023 po sebe idúcich jednotiek. Hinty: 17

Cvičenie 18. Dokážte, že
∏
p

(
1 − 1

p

)
= 0. Hinty: 18

Cvičenie 19. Dokážte, že
∞∑

n=1

1
nα

konverguje, práve ked’ α > 1. Hinty: 19
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Cvičenie 20. Sú dané celé č́ısla a1, a2, b1, b2 také, že ai > 0 a zároveň gcd(ai, bi) = 1.
Dokážte, že existuje nekonečne vel’a t takých, že a1t + b1 aj a2t + b2 sú bezštvorcové č́ısla.
(Irán 2020) Hinty: 20

Cvičenie 21. Sú dané prirodzené č́ısla a1, . . . , ak. Dokážte, že existuje nekonečne vel’a t
takých, že ait + 1 sú bezštvorcové č́ısla pre všetky i = 1, . . . , k. Hinty: 21

Cvičenie 22. Dokážte, že pre nekonečne vel’a prirodzených n je n2 + 1 bezštvorcové č́ıslo.
(China TST 2015) Hinty: 22

Cvičenie 23. Postupnost’ prirodzených č́ısel {an}∞
n=1 nazveme roztomilou, ak je rastúca a

zároveň sṕlňa an < 9000n. Index i nazveme hustým, ak ai | nsn(a1, . . . , ai−1), a riedkym, ak
ai ∤ nsn(a1, . . . , ai−1). Rozhodnite, či každá roztomilá postupnost’ muśı mat’ nekonečne vel’a a)
hustých indexov, b) riedkych indexov. (EMMO 2016) Hinty: 23

Cvičenie 24. Nech a1, a2, . . . je rastúca postupnost’, v ktorej sú zoradené všetky bezštvorcové
prirodzené č́ısla. Dokážte, že pre nekonečne vel’a indexov i plat́ı ai+1 − ai = 2020. (China
Southeast 2020) Hinty: 24

Cvičenie 25. Dokážte, že existuje nekonečne vel’a prirodzených n takých, že č́ıslo n2 + 1
nemá žiadneho delitel’a tvaru k2 + 1 okrem seba samého a jednotky. (Irán 2010) Hinty: 25

Cvičenie 26. Pre prirodzené b a x označujme ako sb(x) ciferný súčet č́ısla x zaṕısaného v
sústave so základom b. Dokážte, že pre l’ubovol’né dané prirodzené k vieme zvolit’ nekonečne
vel’a prirodzených n sṕlňajúcich sp(n) > k pre všetky prvoč́ısla p. Hinty: 26

Cvičenie 27. Sú dané kladné reálne č́ısla a1, . . . , ak, z ktorých aspoň jedno nie je celé.
Dokážte, že existuje nekonečne vel’a prirodzených n takých, že n je nesúdelitel’né s

⌊a1n⌋ + · · · + ⌊akn⌋.

Hinty: 27

Cvičenie 28. Nájdite všetky dvojice prirodzených č́ısel (a, b) také, že an + bn je (n + 1)-tou
mocninou prirodzeného č́ısla pre každé n. Hinty: 28

Cvičenie 29. Je daná rastúca postupnost’ prirodzených č́ısel {an}∞
n=1, ktorá sṕlňa an | a1 +

· · · + an−1 pre všetky prirodzené n ≥ 2001. Dokážte, že pre všetky dostatočne vel’ké n plat́ı
an = a1 + · · · + an−1. (Turnaj miest 2001) Hinty: 29

Cvičenie 30. Je daný kvadratický polynóm f s celoč́ıselnými koeficientmi taký, že f(n)
je štvorec pre každé prirodzené n. Nahliadnite, že f je rovné štvorcu nejakého lineárneho
polynómu. Hinty: 30

Cvičenie 31. Celé č́ısla a, b sṕlňajú, že a2n + b je štvorec pre každé prirodzené n. Dokážte,
že a = 0. (Pol’sko) Hinty: 31

Cvičenie 32. Prirodzené č́ıslo nazvime jednotkové, ak je v desiatkovej sústave zaṕısané
samými jednotkami. Nájdite všetky reálne polynómy f také, že pre jednotkové n je f(n)
tiež jednotkové. (Putnam 2007) Hinty: 32

Cvičenie 33. Nech b > 5 je celé č́ıslo a pre každé n ∈ N definujme xn ako č́ıslo so zápisom

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n−1

22 . . . 2︸ ︷︷ ︸
n

5

v sústave so základom b. Dokážte, že xn je štvorec pre všetky dostatočne vel’ké n práve vtedy,
ked’ b = 10. (ISL 2003) Hinty: 33
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Cvičenie 34. Je daný monický polynóm f s celoč́ıselnými koeficientmi taký, že f(x) = 2n

má pre každé n ∈ N riešenie v prirodzených č́ıslach. Dokážte, že f je lineárny. (iKS 8–N2)
Hinty: 34

Cvičenie 35. Nahliadnite, že pre nekonečne vel’a prirodzených č́ısel n plat́ı π(n) | n. Hinty:
35

Cvičenie 36. Je dané kladné reálne č́ıslo ν. Ak p1, p2, . . . je rastúca postupnost’ všetkých
prvoč́ısel, dokážte, že č́ısla ⌊pnν⌋ majú dokopy nekonečne vel’a prvoč́ıselných delitel’ov. Hinty:
36

Hinty
1. Poskupinkuj členy: tret́ı+štvrtý, piaty+šiesty+...+ôsmy, deviaty+...+šestnásty, ...

2. Porovnaj s radou
∑ 1

n(n+1) .

3. PNT a limity.

4. Aká je pravdepodobnost’, že č́ıslo je delitel’né p2?

5. Nech konverguje. Potom nájdi k + 1 také, že
∑∞

i=k+1 pi < 1/2. Nazvyme prvoč́ısla p1, . . . , pk

malé. Rozdel’ č́ısla od 1 po N do dvoch skuṕın podl’a toho, či sú delitel’né nejakým vel’kým
prvoč́ıslom. Kol’ko najviac č́ısel je vo vel’kej skupine? Kol’ko najviac ich je v tej malej? (Každé
č́ıslo vieme naṕısat’ ako a2m pre bezštvorcové m.)

6. Prvých pár členov spoč́ıtaj, zvyšok odhadni radou
∑ 1

(2n+1)2 .

7. Stačia štvorce. Ostatných mocńın je vel’mi málo.

8. Neočakávame skôr, že nám polynómy č́ısla zväčšujú?

9. Vydel’te so zvyškom g = fh + r s deg r < deg f . Pozor na technické detaily!

10. Naṕı̌ste si ku každému z č́ısel najväčšiu prvoč́ıselnú mocninu z jeho rozkladu.

11. f(n + 1) − f(n) bude asymptoticky ovel’a menšie ako f(n), takže niekol’ko najvyšš́ıch cifier v
zápise f(n) sa dlho nezmeńı – a teda sa aj niekol’ko najmenš́ıch cifier dlho nezmeńı.

12. Konštrukt́ıvneǰsie riešenie: nahliadnite, že ak k < pm | n − j, 0 ≤ j < k, potom p |
(n

k

)
.

Nekonštrukt́ıvne riešenie: prvoč́ıselné mocniny v rozklade
(n

k

)
neprevyšujú n.

13. Vyberte si počiatočný bod a skáčte z neho modulo vel’ký spoločný násobok všetkých ”malých“
prvoč́ısel. Alternat́ıvne sa pozrite na nasledujúcu úlohu a využite, že f(n)1/deg f je zhruba n.

14. Ak by sa v rozkladoch vyskytovali len prvoč́ısla p1, . . . , pr, odhadnite rad geometrickými radmi.

15. Čo sa deje, ked’ n/an rastie?

16. Suma prevrátených hodnôt č́ısel neobsahujúcich jednu zvolenú č́ıslicu.

17. Zápis v sústave so základom 102022.

18.
∑ 1

n .

19. Ak je {an}∞
n=1 nerastúca postupnost’ nezáporných reálnych č́ısel, tak

∑
an konverguje práve

vtedy, ked’ konverguje
∑

2na2n .

20. ?

21. Z union boundu vyjde niečo ako k
∑

p
1
p2 . Preriedeńım dostatočne vel’a prvoč́ısel zariad’te, aby

to bolo < 1.
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22. Kol’ko koreňov mod p2 môže mat’ x2 + 1? Potom už aplikujte štandardný postup a ono to
vyjde.

23. b) je l’ahšie, postupnost’ by potom musela byt’ ohraničená. V a) nechajte nedelitel’nosti byt’
dosvedčené nejakými prvoč́ıselnými mocninami – zist́ıte, že ich nie je dost’.

24. Chcete nachádzat’ situáciu, kedy (1) x aj x + 2020 sú bezštvorcové a (2) x + 1, . . . , x + 2019
nie sú bezštvorcové. (1) pripomı́na niečo, čo sme už videli, (2) zariad’te preriedeńım.

25. Nahliadnite, že x2 + 1 ≡ 0 (mod m) má nanajvýš 2ω(m) riešeńı. Ale ω je divná funkcia,
odhadnite ju vhodným logaritmom, aby vznikol konvergentný rad.

26. Rozmyslite si, kol’ko č́ısel zakazuje jedno prvoč́ıslo; mal by z toho vźıst’ rad zovšeobecňujúci
predchádzajúcu úlohu. Pozor na malé n.

27. Ak sa budeme pozerat’ len na prvoč́ıselné n, tak sa nesúdelitel’nost’ zjednoduš́ı na nedelitel’nost’.
Potom stač́ı odhad ⌊x⌋ = x + O(1).

28. Ak an + bn = cn+1
n , k čomu konverguje cn?

29. Pozrite sa na postupnost’ a1+···+an−1
an

.

30. Nech f(n) = x2
n, nahliadnite že xn+1 − xn konverguje.

31. Nech x2
n = a2n + b, potom sa pozrite na 2xn − xn+2.

32. Nech f
(

10n−1
9

)
= 10xn −1

9 , potom sa pozrite na xn − n deg f .

33. Nech xn = y2
n. Pomocou postupnosti byn − yn+1 źıskate, že b − 1 je štvorec, a potom už viete

všetko doriešit’ pomocou medzier medzi štvorcami.

34. Nech f(xn) = 2n, potom sa pozrite na xn+deg f −2xn. Akonáhle naraźıte na konštantu, môžete
vyvodit’ rovnost’ polynómov a nájst’ pŕılǐs vel’a koreňov.

35. limn→∞
π(n)

n = 0.

36.
∑ 1

⌊pnν⌋ ≥ 1
ν

∑ 1
pn

.
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